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Vektor

-Xl- octave>A=[1;2;3;4;5]
A=

e stipcovy x-

X

e riad kovy X =[X,X5...X]

octave>B=[12345]
B =

e transpozicia traas

octave> A’
ans =

1 2 3 45

octave>B * B’
octave> B *B




Baza

o Kazdy vektor alebo bod je vyjadreny na zaklade
urcite] bazy, ako sucet nasobkov (linearna
kombinacia) bazovych vektorov

 Normalne pouzivame ako bazu jednotkove
vektory

octave>C=[10].*3+ [01].*2
C=

3 2




Baza

« M0zeme vSak pouzit’ aj inu bazu

octave>D=[22].*15+[01] .*-1

Napr. [1.5,-1] v baze [2,2] [0,1] je to isté
ako [3,2] v baze[1,0][0,1]



Zmena bazy

e matica prechodu:
obrazy jednotkovych vektorov
(zobrazenie na vhodné linearne kombinacie)

) * (22 = ()

Ay Ay

znamena, ze

X T oagX ot 8%
Xlz = apX T ayX

[X{, X,] v baze [a,;,a,,] [2,1,85,] j€ tO isté ako
[Xl” XZ’] \ béze [110] [011]



Zmena bazy

octave> A=[2 2; 0 1]

e matica prechodu: A=
obrazy jednotkovych vektorov
(zobrazenie na vhodné linearne

kombinécie) octave> B=[1.5 -1]
priklad: o
2 2 1.5000 -1.0000
— * —
(15’ 1) ( O 1) (3’2) (C):ct:ave> C = B*A

3 2

2 O 15 3 octave>C=A'*B'
alt.: * = c=
2 1 -1 2

3
2

Napr. [1.5,-1] v baze [2,2] [0,1] je to isté
ako [3,2] v baze [1,0] [0,1]




Inverzna matica

* K regularnej matici (pri prechode neznizuje
dimenziu = obrazy jednotkovych vektorov
nie su linearne zavislé), existuje inverzna

octave> C*inv(A)

AAL=]

1.5000 -1.0000

octave> inv(A)*A

ans =




Vlastnée
vektory a
hodnoty

e Uvazujme zmenu
bazy, ktora
zachovava
dimenziu

octave> P=]]
P = [](0x0)
octave> for i=-2:2
> for j=-2:2
>P=[P;ij];
>end
>end
octave> P
pP=

-2 -2

-2-1

20

20

21
2 2

octave> plot(P(:;,1),P(:,2),'g+);
octave> axis([-4 4 -4 4]);
octave> A=[1 0.5; 0.5 1]

A=

1.00000 0.50000
0.50000 1.00000

octave> Q=P*A
octave> plot(Q(:,1),Q(:,2),'g+";










vlastne vektory |
aA=ATa’"=Aa

-4 | | | l l | |
W =3 =2 <1 0 1 2 3 4

vlastné vektory udavaju v akych smeroch sa vzor deformuje na obraz



vlastne hodnoty |
aA=ATalT =Aa

-4 | | | l l | |
#h =3 =2 <1 0 1 2 3 4

vlastné hodnoty udavaju zvacsovanie €i zmensSovanie v deformacnych smeroch



e NS

normalizované
vlastné vektory

-4 | | | l l | |
#h =3 =2 <1 0 1 2 3 4

kazdy nasobok vlastného vektoru je rovnako vhodny ale iba jeden méa dizku 1



Vlastné vektory a
hodnoty

o EXxistuje efektivny sposob ako
vypocitat vlastné vektory a
matice

* Najprv sa spocitaju vlastne
hodnoty

e Podla kazdej jednej z nich
(niekedy mozu byt niektoré
viacnasobné — ako napr. pri
identite) prislusné vlastné
vektory

octave> [V,L] = eig(A)

\Y-=
-0.70711Y0.70711
0.70711/\0.70711

L=

0.50000, 0,20QQ0
0.00000 (1.50000

octave> V(;,1)'
ans =
-0.70711 0.70711

octave> V(:,1)*A/L(1,1)
ans =
-0.70711 0.70711

octave> V(:,2)'
ans =
0.70711 0.70711

octave> V(:,2)*A/L(2,2)
ans =
0.70711 0.70711

octave> [-1 1]*A/L(1,1)
ans =
11




Len pre zaujemcov

« Vypocet vlastnych hodnot sa opiera o pojem
determinantu matice, co je plocha (objem a
dalSie ich analdgie v n dimenziach), ktoru
zvieraju obrazy jednotkovych vektorov

v

 det(A) = ajjay, — a8,




Len pre zaujemcov

determinant mozno spocitat

det(A) = Z sgn(c) H Ajo@  kde S, sl permutacie n
i=1

Jpy prvkov

Ay

Ay Ay

determinant mozno spocitat’ efektivne (Laplaceov rozvoj)

determinant je nulovy ak su obrazy jednotkovych vektorov linearne
zavislé a teda matica pri zobrazeni znizuje dimenziu

octave> A octave> T=P*A octave> det(A)
A= octave> plot(T(;,1),T(:,2),'v+"); ans = 0.75000
1.00000 0.50000
0.50000 1.00000 octave> T=P*B octave> det(B)

octave>B =[11; 2 2] octave> plot(T(:,1),T(:,2),'v+); ans=0




Len pre zaujemcov

» Vlastné hodnoty potom pocitame na zaklade uvahy:
ak o A =\ a je prave vtedy ked a (A —Al) =0
takZe (A — Al) nesmie byt regularna (inak a = 0)
takze det(A—Al)=0

tento determinant je polyndm premennej A stupna
rozmeru A

v komplexnych Cislach ma teda tolko korenov kolko je
rozmer A a to su vlastné hodnoty

* Vlastneé vektory potom spocitame dosadenim
jednotlivych vlastnych hodn6ét A do (A — Al) €o uz je
konkreétna matica a hfadame riesenia sustavy linearnych
rovnic (A— Al)Ta" = 0 (Gaussova eliminacia)
tieto rieSenia su potom vlastnymi vektormi



octave> A
A=

1.00000 0.50000
0.50000 1.00000

octave> chiA=[1 -2 0.75];
octave> roots(chiA)
ans =

(IRS10[0[0]0)
0.50000

octave> polyval(chiA,1.5)
ans = 0.0
octave> polyval(chiA,0.5)
ans =0.0

Len pre zaujemcov

octave> eye(2) octave> [V,L]=eig(A)
ans = V=
-0.70711 0.70711
0.70711 0.70711
L=
0.50000 0.00000
octave> A - 1.5 .* eye(2) 0.00000 1.50000
ans =
octave> (A - 1.5 * eye(2))*V(;,2)
-0.50000 0.50000 ans =
0.50000 -0.50000

octave> A - 0.5 .* eye(2)
ans =
octave> (A - 0.5 .* eye(2))*V(;,1)
0.50000 0.50000 ans =
0.50000 0.50000



Symetricka matica

« A=AT

 zmena bazy ma vzdy charakter kososStvorcovej
deformacie s otoCenim a s prevratenim alebo bez:

e

» vlastne hodnoty su realne Cisla (A je Hermitovska)

a vlastné vektory su na seba kolmeé (uhlopriecky
kosoStvorca su na seba kolmé) a preto pre a = VT
aa' = diag takze ak vlastné vektory
znormalizujeme, tak aa™ = | atedaa’™=a?




Symetricka matica

octave> V
AV

-0.70711 0.70711
0.70711 0.70711

octave> V*V'
ans =

1.00000 0.00000
0.00000 1.00000

octave> inv(V)
ans =

-0.70711 0.70711
0.70711 0.70711

octave> V'
ans =

-0.70711 0.70711
0.70711 0.70711




Statistické spracovanie signalu

octave> A=[0;1;2;5;4,3;6,7;8]
p— — A:
X]_ 0
Signal: x-=1:

X

1
2
5
4
K]
6
7
8

Zakladne Statistické spracovanie
signalu prebieha na zaklade
ignorovania poradia vzoriek
signalu, avsak na zaklade
sledovania vztahov medzi
r6znymi hodnotami nameranymi
V rovnakom case

octave> plot(A)




Priemer (oCakavanie)

vV nasom pripade:

E(X)

1 n
Hy = H = — Z X
n 3
Priklad: pre sucet hodu dvoch kociek je priemer 7

E(X-E(X)) = 0 E(X-u) = 0

X sU centrované, ak E(X) = 0



Priemer (oCakavanie)

octave> X=A.-mean(A);
octave> mean(A) octave> mean(X)
ans =4 ans=0

octave> plot(A,'b',repmat(mean(A),length(A),1),r) octave> plot(X,'b’,repmat(mean(X),length(X),1),r)

povodny signal centrovany signal



Odchylka a rozpty!

Potrebujeme vyjadrit nakolko sa ostatné
hodnoty liSia od priemeru

Spravne rieenie: qu _,u‘) _ E(\/(X _Iu)z)

Priblizné diferencovatelné rieSenie =
smerodajna odchylka

o = JE(x-pp)

LahSie sa vypocita rozptyl

o’ = varX) = V = E(X-u)




Odchylka a rozpty!

octave> var(A) . ' ' ' ' ' ' '
ans = 7.5000
octave> std(A) 10
ans = 2.7386
octave> std(A)*std(A) 5 signal
ans = 7.5000 smerodajna odchy rka
B p
octave> for i=1:length(A) p g :
N . , / priemer
> X(i)=abs(A(i)-mean(A)); 4 . ) . i
> end ) g /
octave> mean(X) 5 p
0
-z
-4 | | | | | | |
1 z 3 4 5 6 7 a8 a

plot(A,'b',repmat(mean(A),length(A),1),'r',repmat(var(A)+mean(A),length(A),1),'g’,repmat(std(A)+mean(A),length(A),1),
'm',repmat(mean(X)+mean(A),length(A),1),'c',repmat(mean(A)-var(A),length(A),1),'g',repmat(mean(A)-

std(A),length(A),1),'m',repmat(mean(A)-mean(X),length(A),1),'c")




Kovariancia

Kovariancia dvoch signalov X a Y-

cov(X,Y) = E((X — My )(Y — My ))

X X

O S

zaporna nulova kladna

|lcov(X,Y)| vyjadruje

X . ~ 7
\ y N \r;;l;(()jlrl?t(,) je mozne
T T T T X=aY+b
Y

sgn(cov(X,Y)) =sgn a




Korelacia

Korelacia - Normalizacia kovariancie do <-1,1>

cov(X,Y)
O-X JY

cor(X,Y) = cosg

¢ je uhol medzi n-rozmernymi
vektormi X-py a Y-uy



Geometricka interpretacia

u=X-uy V=Y-ly,

lu =o.n |v|=0o,n

X

i
!

$‘
Y }8'

ol

Yffl

Mx
My

Mx

My

My

CoS @ =

ul . v]
¢=T
cor(X,Y) =-1
¢=0
cor(X,Y)=1
¢ =T1/2
cor(X,Y)=0



Variancho-kovariancha matica

e zovSeobecnenie rozptylu do viacerych dimenzii

X = [Xq, X000 X, ]
C, = var(X) = cov(X) = E [(X - E[X])(X — E[X]) ]

_ E[:Xx — ﬂ.i)(XJ - j_tj)]

E‘[EXI — #1)()-‘{1 — ﬂl)] E[':Xl - ﬂl)':xi — #2)] Tt E[':Xl - #1)':){:? - #ﬂ)]-

E[[Xz — #2)(}{1 — ﬂl)] E[[Xz - ,HE)':XE - #2)] Tt E‘[[XE - #2)[){-” - p,ﬂ)]

E[(Xn — pa)(X1 — )] E[(Xn — pa)(Xo — p2)] -+ E[(Xp — pta) (X — )]



Variancho-kovariancha matica




Priklad pre 2-dim. data

centrované
2-dim. data data
/al(l) R /Xl(l) R
al(2) x1(2)
A = a1(3) X = X1(3)
\al(n) V) \Xl(n) Y,

x() = (Xl(j) Xz(j))

DT () :[Xl(j)xlo) x,0 }

xl(J)

xi(J) = ai(j) - Zai(k) /n
k
/x(l)\
x(2)
x®| = A—E(A)
X))
/
Z X, 0 %0 Z X, 0)
| |
n n
2 0x,0 2
i i

~

= E(Xx™X)



Priklad pre 2-dim. data

octave>A=[-4-4;-3-3;-2-2;1-1;00;-11;22;33;44]
A=

octave> plot(A(;,1),’9’, A(;,2),'b");
octave> plot(A(:,1), A(;,2),'r+"); axis([-5 5 -5 5]);




Priklad pre 2-dim. data

octave> X = A - repmat(mean(A),length(A),1)
X =

octave> mean(X)
ans =
00

octave> CX = cov(X)
CX =
7.5000 7.0000
7.0000 7.5000




PCA (Principal component analysis)

e Transformacia priestoru dat do priestoru, v
ktorom je ich C, diagonalna = medzi
jednotlivymi zlozkami dat niet ziadnej korelacie

data

* Pre jednoduchost prepokladame, ze data su centrované (odratame
od nich ich priemer) a teda hfadame iba oto¢enie o vhodny uhal,
pritom zvacsenie resp. zmensenie nevadi



PCA (Principal component analysis)

 Hladame teda zmenu bazy, t.j.regularnu maticu
(otoCenie + zvacsenie/zmensenie) P taku, ze

XP =Y a C, je diagonalna

‘ /x1<1> N /yl(l) N
xl(z) yl(2)
X4 X,®) X [pll plﬂ = | y,®
data
(X, %) AR

 centrovanie dat sa zmenou bazy nepokazi, ak bolo centrované X,
bude centrované aj Y, lebo E(Y) = E(XP) = EX)P=0P =0



PCA (Principal component analysis)
pre fubovolné P plati:

Cy = E(YTY) = E((XP)"™XP) = E(PTXTXP) =
=PTE(X™X)P=PTCP
Pre C, sa daju najst jej vlastné hodnoty a vektory (je to
symetricka matica): a, A 0 .. 0
aCy=Aa, Cy=a'Aa a:[} A=

0O --- 0
Q; SuU ortogonalne, daju sa z normalizovat a potom: al
Takze ked polozime P =qa! dostavame:

C,=PTCyP=PTalAaP=aalAaa’=A

Hradanou transformaciou je matica, kde su po stipcoch
normalizované vlastné vektory C

a



PCA (Principal component analysis)

 Matica P, kde st po stlpcoch
normalizované vlastné vektory C
transformuje data to priestoru, kde su ich
jednotlivé zlozky nekorelujice y =xP

 absolutna hodnota vlastnych hodnot Cy
dava navyse informaciu aky vplyv ma
dany principalny komponent, co moze (ale
nemusi) suvisiet’ s jeho vyznamnostou



octave> CX=cov(X)
CX =

7.5000 7.0000
7.0000 7.5000

octave> [V,L]=eig(CX)
AV

-0.70711 0.70711
0.70711 0.70711

0.50000 0.00000
0.00000 14.50000

PCA

octave> Y=X*V
Y =

0.00000 -5.65685
0.00000 -4.24264
0.00000 -2.82843
-1.41421 0.00000
0.00000 0.00000
1.41421 0.00000
0.00000 2.82843
0.00000 4.24264
0.00000 5.65685

octave> CY=cov(Y)
CY =

0.50000 0.00000
0.00000 14.50000

vyznamnejSi
komponent




PCA

+ _ povodné
: data




PCA

-1.5 il

-0.5

0.5

1.5

| transformované

data



PCA (Principal component analysis)

Priklad pouzitia:
* rozpoznavanie tvari

Sada 26 fotiek
il

(bez predspracovania)

z 3600 bodov PCA dala (iba!)
25 hlavnych komponentov
(zvySnych 3575 ma takmer
nulovud vliastnd hodnotu)




Pouzitie PCA

 Rozpoznavanie

o Stratova kompresia
 Zmensenie dimenzie dat

* Oddelovanie zloziek signalu
e Odsumenie signalu

* Rekonstrukcia dat

Aplikovatelnost je obmedzena numerickou
stabilitou v ramci danej aplikacne] domeény



Dakujem za pozornost’!

Principal Component Analysis

Andrej LU ¢ny
Katedra aplikovanej informatiky FMFI UK
lucny@fmph.uniba.sk
http://www.fmph.uniba.sk/~lucny



