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Zmena bazy
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obrazy jednotkovych vektorov
(zobrazenie na vhodne linearne kombinacie)
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Dataset
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Priemer, smerodajna odchylka -
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Odchylka a smerodajna odchyl’ka
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Kovariancia
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Korelacia
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Kovarian¢na matica

Matica rozmerov m X m udavajuca vzajomne kovariancie
dimenzii datasetu
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Kovariancna matica

/\o\‘\’\‘ / _’
8
BN
- 7 s4
— 6 /" s3
8
— \> =] ] )
P




l[dea PCA

» Vedeli by sme najst’ takii zmenu bazy, ze
kovarian¢na matica vyjde diagonalna?

* To je dobre na to, Ze jednotlivé dimenzie su od
seba nezavisle

» Odpoved’: vedeli, taku1 zmenu bazy zabezpeci
matica prechodu po stlpcoch zlozen4 z
normalizovanych vlastnych vektorov. Hodnoty
na diagonale potom budu vlastnymi hodnotami
kovarianCnej matice a zodpovedaju rozptylu




Vlastne vektory a hodnoty
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Vlastne vektory a hodnoty
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Vlastne vektory a hodnoty
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Symetricka matica
« A=AT

e zmena bazy ma vzdy charakter kosoStvorcove;
deformacie s otocenim a s prevratenim alebo bez:

V4

 vlastn¢ hodnoty su realne Cisla (A je Hermitovska)

a vlastn¢ vektory su na seba kolm¢ (uhlopriecky
kosostvorca s na seba kolmé) a preto pre a = VT
ao' = diag takze ak vlastné vektory znormalizujeme,
tak oo’ =l atedaa'=a*



PCA (Principal component analysis)

Nech X je centrovany dataset

Hladame teda zmenu bazy, t.j. regularnu
maticu P rozmerov m x m taku, ze

XP =Y a C, je diagonalna

E(X) =X

centrovanie dat sa zmenou bazy nepokazi, ak
bolo centrované X, bude centrované a] Y, lebo
EY)=EXP)=EX)P=0P=0



PCA (Principal component analysis)
pre [ubovolné P plati:
Cy, =E(YTY) =E((XP)"XP) = E(PTXTXP) =
=PTE(XT™X)P=PTCyP
Pre C, sa daju najst jej vlastné hodnoty a vektory (je to
symetricka matica): a, 00
Ll

: -0
0 - 0 A

0 4,
aCy=Aa Cy=alAa a= '
a, .

Q; su ortogonalne, daju sa z normalizovat a potom: al=qfl

Takze ked polozime P =a! dostavame:
Cy=PTCyP=PTaltAaP=aalAaa’=A

Hradanou transformaciou je matica, kde su po stipcoch
normalizované vlastné vektory Cy



PCA (Principal component analysis)

» Matica P, kde st po stlpcoch normalizované
vlastné vektory C, transformuje data to
priestoru, kde st ich jednotlive zlozky
nekorelujuce

» absolutna hodnota vlastnych hodnot Cy
dava navyse informaciu aky vplyv ma dany
component (rovna sa jeho rozptylu), ¢o
suvisi s jeho vyznamnostou
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Component
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Component
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PCA (Principal component analysis)

« PCA vyjadruje povodne data ako priemer +
linearnu kombinaciu vlastnych vektorov (=
normalizovanych vlastnych vektorov
vynasobenych vlastnymi hodnotami)

* Dimenzie s malymi vlastnymi hodnotami
len malo vplyvaju na vyslednu hodnotu,
takze ich mozeme zanedbat’ a tak PCA sa da
pouzit na redukciu dimenzie



Zobrazenie mnohorozmernych dat
pomocou PCA




Dataset tvari




Eigenimages Dataset tvarl
J J rozlozime na
¢o sa d4 urobit’ s priemer +
bodkami, d4 sa urobit’ nasobky
aj s obrazkami... vlastnych
vektorov

AT an



E | gen | mag es Obmedzenim sa na vyznamné
komponenty poskytuje nam PCA

transformaciu obrazu na feature vector,
ktory ma ovel'a menSiu dimenziu

> c=]cy, Cy, C3, Cy, Cs, Cg, C, Cg]

Matica prechodu zlozena z vlastnych
vektorov dokaze takto transformovat’
akykol'vek obrazok danych rozmerov

Ako to vyuzit’ na rozpoznanie €1 je nieCo fotka z pasu alebo nie?
Z PCA vieme aj priemer p a vlastné hodnoty a ich odmocniny su
smerodajné odchylky: ¢ = [0y, Oy, G3, Oy, Oz, Gg, G7, Og,]

Takze ak n - 30 <c < p + 3o povieme, ze ide o fotku pasu a
inak, ze nie. (Nefunguje to moc dobre, ale trochu ano)



Vseobecna schéma klasifikacie

feature
vector
5
:  Metoda 2 -
2 > Kkategoria
(&
S,
eigenimages 30
eigenimages LDA
L BPH LDA (Fisher faces)
L BPH SVM
HOG SVM

Haar Decision tree  (Viola-Jones)



Linear Discriminant Analysis
(LDA)

metoda strojoveého ucCenia

LDA Klasifikuje data v n-rozmernom priestore do
viacerych kategorii, avSak spOsob jej fungovania si
pribliZime najprv na dvojrozmernom priestore a dvoch
Kategoriach

Podstatou LDA je ndjst’ takt linearnu transformaciu
priestoru, ktora najlepsie rozliSuje (diskriminuje) dané
vzorky pri redukcii dimenzie priestoru.

Je zalozena najdeni hlavnych vektorov a hodnot urcitej
matice, ktora sa skonStruje zo vzoriek.




Linear Discriminant Analysis (LDA)

Uvazuyme

tieto vzorky
dvoch di
kategorii




Linear Discriminant Analysis (LDA)
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Linear Discriminant Analysis (LDA)

... Z€ PO
redukcii 08
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rozlisit

33



Linear Discriminant Analysis (LDA)

Pri1 transformacn priestoru dat LDA uvazuje len
linearne transformacie, pri dvojrozmernych datach ide
teda o stlpcovy vektor (ozna¢me W)

W |
(X, %,) X o - (x)
WZ
&0 Znamena, Ze

X = WX, + WX,

« Kazdu zmenena suradnica je urCitou linearnou
kombinaciou povodnych suradnic 34



Linear Discriminant Analysis (LDA)

Ktora z moznych W je najlepSia pre dan¢ vzorky?
T4, ktora kategorie (a a b) najlepsie diskriminuje.

LDA hl'ada taka W, pre ktort nadobuda maximum:

J(VV) _ (ILlXV_ILl:JN)Z

(@)Y + (o))

¢o je priblizne vtedy, ked’ je vzdialenost’
priemerov kategorii pu ¢o najvacsia a rozptyl
vzoriek 0% ¢o najmensi

35



Linear Discriminant Analysis (LDA)
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Linear Discriminant Analysis (LDA)
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Linear Discriminant Analysis (LDA)

Ako n4jst’ pre ktordt W nadobuda J(W) maximum? J(W)
je diferencovatel'nd, mozno si ju predstavit’ ako kopec
na vrchole ktorého je vodorovny v podl'a kazdej zo
svojich priestorovych suradnic wy, w,

RieSime teda sustavu dvoch rovnic o dvoch neznamych:

daw) _

dw. -

To sa v principe vZdy nejako da, ale v naSom
Specialnom pripade sa da k rieSeniu dostat’ aj
(vypoctovo) I'ahsie. 38



Linear Discriminant Analysis (LDA)

Da sa totiz ukazat’, Ze rieSenim tejto sustavy rovnic je
matica zlozena z tzv. vlastnych vektorov urcitej matice.
A vlastné vektory vieme vel'mi efektivne spocitat’.

Ako na to prideme?

Skimajme najprv ako sa p, k p,V a o, ku o, W, t.j. ¢o
robi s priemerom a rozptylom vzoriek hl'adana
transformacia W:

1

W

= —>aW = W ,

Ha N Zi ! Ha urcuje rozptyl

= W S —— medzi kateg6riami

s I
(=g )* = Wty — )" (pty — )W
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Linear Discriminant Analysis (LDA)
(o))’ —Z(avv 'y = —Z(avv 1W)?

N Z(aW Ha )_ _ZW (a /ua) (a ,Lla)W
- —w (Z(a - 11,)" (8 - ua))N WS, W

S, < kovarianéna matica,
1 urcuje rozptyl vzoriek

(o)) = n_W SW  Vramci kategorie
b



Linear Discriminant Analysis (LDA)
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Linear Discriminant Analysis (LDA)

.
RieSime: aJ (W) = 0 d WT SW _
dwW dW (W' S W

d d
WIS, W WISW)-WTsW - WTs,W) = o

WTS,W(@2SW)-WTSW(2S,W) = 0

_ WISW s W = ¢ Vlastnahodnota M
wWTs, w ®

SW =J(W)S,W s@

vlastny vektor M 22




vlastné vektory vieme efektivhe vypocitat
Pre dimenziu 1,2,3 a 4 priamo vzorcom

Pre 5 a viac iteracnym algoritmom, v najjednoduchsej verzii
vezme akykolvek vektor a zobrazuje ho maticou, kym sa
nezobrazi (skoro) na seba, potom sa v uz len z na neho

kolmych vektorov hlada dalsi taky, az sa najdu vsetky. Ale

su k dispozicii algoritmy o mnoho rafinovanejsie a
rychlejsie.
Pomocou vilastnych vektorov sa pocita vseliCo, napr. aj
korene rovnic piateho a vysSich stupnoy, ...

A kedZze ho pouziva LDA, faza trénovania zo vzoriek je pri
LDA — v porovnani s inymi metodami strojoveho ucenia -
neobvykle rychla.

43



Pri LDA teda zo vzoriek spoc¢itame spravnu maticu, najdeme jej
vlastne¢ vektory a ten s va¢Sou vlastnou hodnotou definuje tt
spravnu transformaciu
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Pomocou tohto triku LDA dokaZe rozliSovat’ kategorie
ktoré definuje pomocou vzoriek a to aj pri vacsej
dimenzii priestoru a vicSom pocte kategorii.
Samozrejme len natol'’ko dokonale, ako to povaha
vzoriek umoznuje.



LDA — dimenzia > 2

Pri vacsej dimenzii postupujeme analogicky. Najdeme vlastné
vektory a hodnoty prisluSnej matice a tie vlastne¢, ktoré maju
vyznamne vel'ké vlastné hodnoty, zlozime po stipcoch do
matice, ktora bude maticou prechodu k priestoru s
redukovanou dimenziou.

Prax ukazuje, ze vyraznych vlastnych hodnot je ovel'a mene;
nez je povodna dimenzia, takze redukcia dimenzie je vyrazna.



LDA — viac kategorii
Pri viacerych kategoriach sa da vymysliet’ podobny postup.

Minimalizujeme pri nom

2. ="y
J(VV) — IZ(G-W)Z

kde i je kategoria a U je priemer vSetkych vzoriek
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